Kartkowka 22.05.2018

Zadanie 1. Dane sg obszary
A= {(:E,y) eER*:0<z<1, 0<y<1l-— x} (wnetrze trojkata),
B = {(:E,y) ER?:0<z<m 0<y<1-— i} (wnetrze innego trojkata),
C= {(x, Yy ER*:0<z<mm 0<y< sinx} (obszar pod sinusoida),

Znalezé (opisa¢ wzorem) dwa dyfeomorfizmy:

e jeden przeksztalcajacy obszar A na B,

e drugi przeksztalcajacy obszar B na C.

(A — B) Obszary A i B to trojkaty, o wierzchotkach odpowiednio
A: (0,0)—(0,1) —(1,0), B: (0,0)—(0,1) — (m,0).
Aby znalez¢ dyfeomorfizm, wystarczy dobra¢ wspotezynniki przeksztalcenia afinicznego
(z,y) — (ax + by + e, cx+dy + f)

tak, by przeprowadzato wierzchotki A na wierzchotki B. Sprowadza sie to do uktadu réwnan,
ktory po rozwigzaniu daje

(z,y) = (mz,y).
Oczywiscie mozna do tego doj$é¢ inaczej, np. dla kazdego y € (0,1) znalezé dyfeomorfizm
poziomego odcinka (0,1 — y) w A na poziomy odcinek (0,7(1 —y)) w B, a potem te rodzine
przeksztalcen potaczy¢ w jedno.

(B — () Najwygodniej bedzie przenie$¢ pionowe odcinki w B na odpowiednie pionowe
odcinki w C'. Dla ustalonego » € (0,7) mozemy przeniei¢ odcinek (0,1 — £) na (0,sinz)
funkcja liniowa, .
sin
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™
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Potaczenie tych przeksztatcen w jedno daje

sin x
(2,y) — L1z Y-
Mozliwosci jest oczywiscie nieskonczenie wiele. Mozna np. przenosi¢ poziome odcinki w B na
odpowiednie poziome odcinki w C, choé jest to obliczeniowo trudniejsze. Odcinek (0, 7(1 — y))
przenosimy na (arcsiny, T — arcsiny) funkcja liniowa

m — 2arcsiny i
T+ ————— T+ arcsmy,
(1 —y)

a nastepnie taczymy w jedna catoscé:
T — 2arcsiny

= (5

Prosze zauwazy¢, ze funkcja sin z nie jest odwracalna (bo nie jest réznowartosciowa) i wartosé
y przyjmuje w dwoch punktach (arcsiny i m — arcsiny).

-x—l—arcsiny,y) .



Zadanie 2. Dana jest funkcja f: R?* — R klasy C*, dla ktérej f(0,0,0) = 3. Zaktadajac,
ze gradient Vf£(0,0,0) jest niezerowy, podaé¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej do powierzchni
o réwnaniu f(z,y,z) = 3 w punkcie (0,0,0) (jako wspotezynniki w réwnaniu moga — a nawet
musza — pojawié sie pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0, 0,0)).

Jak zmienitoby sie réwnanie, gdyby w miejsce (0,0, 0) wzia¢ punkt (1,2, 3)?

Warto odnotowaé, ze punkt (0,0, 0) rzeczywiscie lezy na powierzchni f = 3. Poniewaz gra-
dient V f(0,0,0) jest niezerowy, wiec plaszczyzna styczna jest wyznaczona przez podprzestrzen
liniowa,

L={7eR®: 5L Vf0,00)}
= {7 e R*: (#,V£(0,0,0)) = 0}
= {(Ul,UQ,Ug) GR?’ LUt gi(0,0,0)—FUQ' 2‘5(0,0,0)+v3- ZJZC(O,O,O) :0}

Badamy ptaszczyzne styczna w punkeie (0,0,0), a wiec jest nia wlasnie L.

Gdyby w kazdym miejscu zastapi¢ punkt (0,0, 0) przez (1, 2, 3), rozumowanie by sie nie zmie-
nito (L pozostaje bez zmian), ale na koniec nalezatoby przesunaé ptaszczyzne L tak, by przecho-
dzita przez (1,2, 3) (bo a priori tak by¢ nie musi). Robimy to przez podstawienie @ = (1,2, 3)+¢
— plaszczyzng styczng jest

(1,2,3)+ L ={(1,2,3)+7: 7€ L}
={WeR W —(1,2,3) € L}

= {(wl,wg,wg) cR: (w, —1)- g‘;(0,0,0)—i—
9 9
+(w2—2)-ajyc(0,0,0)+(w3—3)-aﬁ(O,O,O):O}.

Uwaga. Wartos$¢ 3 nie ma zadnego znaczenia dla rozumowania ani obliczen. Mozna sie o tym
przekona¢ np. rozwazajac funkcje g(x,y, 2) = f(x,y,2) — 3 1 w ten sposéb zmieniajac wartosé
na 0.



